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ÜBER DIE BEZIEHUNGEN,

ZWISCHEN DEN WURZELN IRREDUCTIBELER GLEICHUNGEN

STATTFINDEN,

INSBESONDERE WENN DER GRAD DERSELBEN EINE PRIMZAHL IST.

VON THEODOR SCHÖNEMAM,
MATHEMATICUS AM GYMNASIUM ZU BRANDENBURG A. H.

(GELESEN IN DER SITZUNG DER MATHEMATISCH-NATURWISSENSCHAFTLICHEN CLASSE AM XIX. APRIL MDCCCLII.)

Ungefähr zwei Jahre, nachdem meine Abhandlung: „Grundzüge einer allgemeinen Theorie der höheren

Congruenzen etc." (Crelle's Journal, Bd. 31) erschienen war, machte mich der leider zu früh verstorbene

Professor Jacob i darauf aufmerksam, dass der Hauptsatz jener Abhandlung bereits von Galois auf-

gezeichnet sei in der Abhandlung : Sur la theorie des nombres , Seite 14 der von J. Liouville her-

ausgegebenen „ Oeuvres mathematiques d'Evariste Galois." (Extrait du Journal de Mathematiques pures

et applique'es, tome XI, 1846) , und forderte mich zugleich auf, den Principien der algebraischen Untersu-

chungen von Galois nachzuforschen. Die Dunkelheit dieser Schriften, die mir bis dahin gänzlich unbekannt

gewesen waren, bewirkten es, dass ich leider erst nach dem Tode des Prof. Jacob i zu einem Einblick in

diese einfachen und tiefen Sätze der höheren Algebra gelangte. Es geschah dies bei dem Beweise eines

Satzes, der mir durch gewisse Eigenthümlichkeiten der höheren Congruenzen zu einem hohen Grade der

Wahrscheinlichkeit erhoben war. Dieser Satz heisst: Zwischen den Wurzeln einer irreductibelen Glei-

chung, deren Grad eine Primzahl ist, kann keine Gleichung des ersten Grades mit rationalen Coefficienten

stattfinden , ausser der bekannten, dass die Summe der Wurzeln gleich dem negativen ersten Coefficienten

der irreductibelen Gleichung ist. Indem ich nun in den folgenden Blättern den strengen Beweis dieses

Satzes mittheile, habe ich vorzüglich die Absicht, die Principien, von welchen Galois in seinem berühm-

ten, aber bis jetzt noch nicht aufgeklärten Memoire sur les conditions de resolubilite des equations par

radicaux (S. 33 der Oeuvres mathematiques') ausging, ohne sie vollständig auszusprechen, in ein klares

Licht zu stellen. Ich bemerke sogleich, dass der Satz des §. 1 von Abel herrührt, ebenso der Satz des §. 4,

der zugehörige Beweis aber von Galois. Der Satz des §. 6 ist von Galois zwar mehrfach angewendet,

aber weder hervorgehoben noch bewiesen worden ; eben so verhält es sich mit dem Satze des §. 1 1

.

Auf die übrigen Sätze und Beweise glaube ich einen gerechten Anspruch zu haben, obgleich es

höchst wahrscheinlich ist, dass Galois dieselben gekannt und angewendet hat.
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§. 1. Erklärung und Lehrsatz. Bedeutet fx irgend eine ganze Function von x, welche sich

nicht in der Art in zwei Factoren von niedrigerem Grade zerfallen lässt , dass die Coefficienten dieser

Factoren wieder rationale Functionen der Coefficienten von fx sind , so heisst fx ein irreductibeler Aus-

druck von x.

Wenn fx ein irreductibeler Ausdruck von x ist , so kann derselbe mit keinem anderen Ausdrucke

fx x, dessen Coefficienten ebenfalls rationale Functionen der Coefficienten von fx sind, eine Wurzel ge-

meinschaftlich haben , ohne dass fx x durch fx ohne Rest theilbar sei.

Beweis. Bestimmt man nach den gewöhnlichen Methoden den grössten gemeinschaftlichen Theiler

zwischen fx und f x , so ist dieser offenbar ebenfalls ein Ausdruck von x , dessen Coefficienten rationale

Functionen der Coefficienten von fx sind. Wäre dieser Theiler nun nicht fx selbst , so wäre er von nie-

drigerem Grade als fx und mindestens vom ersten Grade. Demnach müsste also fx einen solchen Factor

haben , was gegen die Voraussetzung ist.

§. 2. Erklärung und Lehrsatz. Sind a 1; a3 , . . . a
n
die Wurzeln des irreductibelen Ausdruckes

fx, und bedeutet yx eine rationale Function von x , und den Coefficienten von fx, so soll der Ausdruck

O— cpa,) (x— cpa
2) . . . (x— cpa„)

der transformirte Ausdruck von fx heissen, und durch fax bezeichnet werden.

Der transformirte Ausdruck ist entweder selbst irreductibel , oder die Potenz eines irreductibelen

Ausdruckes.

Beweis. Gesetzt f? x sei (ax)m qx , wo ax und qx rationale Ausdrücke von x und den Coeffi-

cienten von fx bedeuten, und m eine ganze Zahl ist, ferner ax irreductibel und kein Factor von qx ist,

so ist auch :

ff (?*) = (?*— ?«0 0?x— <paO . . . (yx—yaj = [«(cpa:)]
m
q Opar)

und es muss daher entweder «(cpa,) = oder <^(cpa,) = sein, mithin entweder «(cp.r) = fx . q t x

oder q{$x) = fx. q2 x sein, wo qx und q t
x ebenfalls ganze rationale Functionen von x sind. Im

ersten Falle würde

a (cp dj) = a (9 <x2) = . . . a (cp <xn) = ,

im anderen Falle

q (cpa
4) = q (cpa

2) = . . . q (jpa„) = sein.

Setzt man nun statt cp x , z , so erhält man

(z— cpetj) (2;— cpa,) . . . (z— cpan) = (uzf q z

und es müssten für den ersten Fall die Wurzeln von

(z— cp <Xj) (z— cp a,) . . . (z— cp a„

)

qz =
(a%y

'

und für den zweiten Fall die Wurzeln von

(z— cpa,) (z— cpa,) . . . (z— cp q„)
(azT =

qz

mit gewissen Werthen von cpa!, cpa2 , ... cpa zusammenfallen; daher müsste für den ersten Fall

q (cp a ) = , und für den zweiten a (cp a
v) = werden , wo v einen der Indices 1 , 2 , ... n
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bedeutet. Daher müsste aber auch für den ersten Fall q (<p#) und für den zweiten Fall a (<p.r) durch fx
ohne Rest theilbar sein (§. 1). Mithin müssten in beiden Fällen q (cp x) und a (

rf.r) durch fx ohne

Rest theilbar sein. Setzt man nun aQpx) = fx.q t
x und qtyx) = fx.q2 x, so muss sowohl

a (cpa,) als auch q (<p a,) = sein. Mithin haben die Ausdrücke ax und qx die Wurzel cpa, gemein-

schaftlich, und es müsste sich daher qx ohne Rest durch ax theilen lassen. Da dies gegen die Voraus-

setzung ist, so kann gar kein qx existiren , und fx ist = (ax)m '

§. 3. Lehrsatz. Ist fx irgend ein Ausdruck vom Grade n, dessen Coefficienten rationale Zahlen

sind (irreductibel oder nicht), und der nicht zwei gleiche Wurzeln hat , so kann man stets eine unend-

liche Menge von Primzahlen so bestimmen , dass , wenn man eine von ihnen mit p , und die Wurzeln

von fx mit a, , a2 , . . . a„ bezeichnet , der Ausdruck

*i +^«2 -f /a3 + • • • + /"V

einen andern Werth annehme, wenn man die Ordnung der Werthe a,, a, . . . a ändert, so dass also

jener Ausdruck durch sämmtliche mögliche Permutationen 1, 2, 3, ... n oder n ! verschiedene Werthe

annehmen muss.

De weis. Wir werden zunächst annehmen, dass wenn

fx = a x" -f- a, xn~ l + a 2 x°-
2 + ...+«„

gesetzt wird, a = 1 und die übrigen Coefficienten «t , «2 , . . . aa
ganze Zahlen sind. Bildet man nun

einen Ausdruck El (x) dessen Wurzeln die Differenzen je zweier Wurzeln von fx sind , so ist

EI (x) = (.r— (et, — cc
2) )

{x— (a,— a3)) .... (x— (et, — a„ )) .

(x— (a 2
— a,)

)
(.r— (a2—

a

4)) .... (.*:— (a, - - a„ )) .

(x— (a„_,— a,)) (*— (a„—

a

2)) • • • • (x— (an—

a

n_0) ,

und die Coefficienten von n(.i') müssen symmetrische Functionen der Wurzeln a,, a 2 . . . . a n , mithin

wieder ganze Zahlen sein. Setzt man nun voraus, p sei eine Primzahl, die nicht in den letzten Coefficienten

von FI (x) oder in

(a
t
— a,)

3
(a,— a3)

3
. . . (a,— <x„)

3
(a 2—

a

3)
3 (a,— a4)

2
. . . . (a _ t

— a„)
2

aufgeht , so genügt sie der eben aufgestellten Bedingung.

Gesetzt nämlich irgend zwei Ausdrücke der obigen Art,

«i-\-p<*a +i>
2
«3 + • • • + /_1

«n «nd y#o a, +^' a 2 + j?f** a3 + j^"-1 a ,

wo fjij, , fi4 . . . u.n_, die Zahlen , 1,2,...??— 1 in irgend einer Folge nur nicht in der eben hin-

geschriebenen bedeuten, wären gleich, so wäre die Differenz derselben 0, und man erhielte:

«i (1—?"0 + a. 0—^0 + • • • «a(/-—/*-0 = 0.

Setzt man nun zunächst voraus , jji wäre nicht sondern u.m , so wäre

:

wo aber in der Reihe der Ausdrücke

— ct2
(p-pPi)-«

8 (/-i^~) • • • -«n(/~' -p^-
1

) der Ausdruck — am+J (p'" — pV™~)

Denkschriften der mathem.-naturw. Cl. V. Bd. Abhandl. v. Nichtmitgl. t
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fehlt. Setzen wir die rechte Seite jener Gleichung pk (<x t a2 . . . aE), wo k (a
t a2 . . . a„) eine ganze

ganzzahlige Function von den Werthen a, a, . . . a„ bedeutet, so erhalten wir die Gleichung

ai-a„1+ i
= pk (a t a2 . . . <xa).

Entwickelt man nun die Gleichung für p k (<x
f
a, . . . aa) , indem man cc, , a

ä . . . <xn allen möglichen

Permutationen unterzieht, und jeden sich ergebenden Werth als eine Wurzel derselben ansieht, so

wird diese von der Form:

[#—p k (exj oc2 . . . aQ_,a„)] \x—p k (<x, a, ... aD a„_,)] • • • \?—p k (ao «n-i • • • a 2 a,)]

= £p + /> Z.a;
1
*- 1 + / Z2 a;

p-2+ . . . / ZP =

sein, wo P eine ganze Zahl ist, und Z
t , Z2 , . . . ZP als symmetrische Functionen von at a2 . . . a„ eben-

falls ganze Zahlen sein müssen. Diese Gleichung müsste mit II (#) = () die Wurzel a,—

a

m+1 gemeinschaft-

lich haben. Es müsste mithin das Product:

[(«, - ou )
p + p Z

x («, - a2 )
p-1+ . . . + f Ze ] X

[(a, - a3 y + j, Z(
(a, - a3 )

P-1+ • • • + / ZP] X

[(«„ - «U_,)
P + P Z

x
(a„ - au_0 +...+/ ZP] = sein.

Hiernach müsste aber:

(a, - a 2)
p
(a

t
- a3)

p
. . . (a, - an)

p X
(a2

- a,)
P
(a2 - a3)

P
• • • (a, - aa)

p X

(a„_i - a,)
p
(aü

- a
2)

p
. . . (a„ - a,_i)

p

durchs aufgehen, was nicht möglich ist, da nach der Voraussetzung die j!?

te Wurzel dieses Ausdruckes

nicht durch p aufgeht , obschon sie eine ganze Zahl ist.

Ist nun aber {x = , fx, = 1 , fx 2
= 2 etc. und endlich [xm die erste Zahl die nicht mit m überein-

stimmt , und wäre nun

«i +P<h +P~<h + • • • i>°~'an = P^ <*i +Ph a 2 +^a3 + . . . pV*-* <x„

,

so erhält man durch Subtraction und Division mit p
m
die Gleichung:

«m+1 -ocmi+1 = (f
Lrm*m+t+ tt?*m+, + • • •^-'X)-G;am+2 +/««+» + • • • + /~'~X)

wo aber aus der Reihe der Ausdrücke

^-»-mam+1 -f-^-m om+2 + . . .pv-—ma der Ausdruck ;>i*-m
<fy1+ i

hinwegz,ulassen ist. Aber alle Exponenten jxm — m, [xm+ ,
— m, [v_, — m müssen, wenn man eben fi.,D ,

— m
aus ihnen fortlässt, grösser wie 1 sein , und daher lässt sich wie vorher

a,n+i - a m,+i = pk (am+i am+2 • • • O
setzen, und der Beweis wie oben zu Ende führen.

Sollten unter den Coefficienten von fx Brüche vorkommen, so setze man

fx = & jl * **-• + -2
.x-2 + . • • + -
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und bestimme a , ax , . . . aD als ganze Zahlen , so erhält man

< f [~] = Jf + «./-' + O, «o/-
2 + «3 «„V + • • • + ön«<r

1
-

Sind nun die Wurzeln von fx nämlich a, , ou, . . . a„ sämmtlich unter sich verschieden , so sind auch

die Wurzeln von

f + «i f-
{ + • • • + « D «<r'

unter sich verschieden, weil diese « an a a 2 , . . . a aQ sind. Bestimmt man nun aber p so, dass

sämmtliche Werthe, die sich aus dem Ausdruck

«„ a, -j- p « a2 + . . .
/-' « a,,_,

durch Permutation der Grössen a oc, . ß„a2 , . . . ß an_, ergeben, verschieden werden, so muss dasselbe

auch von den Ausdrücken gelten, die aus

n— 1,
«1 + 1> «2 + P «3 + • • • + jf>" «a

durch Permutation von a, , a, , . . . a„ hervorgehen.

•§. 4. Lehrsatz. Haben a, , a,, a3 . . . a„ und p die ihnen im vorigen §. ertheilte Bedeutung,

so kann man durch jeden Werth von der Form

(ty, + p aH +p\3 + . . . + /~V„

wo jx
4 , fi2 , . . . |xn die Zahlen 1,2,... n in irgend welcher Ordnung bedeuten, jeden der Werthe

aI? cu, . . . ex„ rational ausdrücken, und mithin jede rationale Function von a,, a2 , . . . a als rationale

Function jenes Werthes.

Beweis. Bezeichnet man

apt +P a
f-3 +/afa + • • • + P°~

ia^ durch *WaA<a- ••/*.)

und sämmtliche Werthe die Ffi^ ,*,... p,,) annehmen kann mit i>, , v 2 , v3 . . . »1-8. 3 . . (n_ i;) ,
indem hier

den Zahlen [x, . [x3 . . . fA n die Werthe 2 , 3 , ... n in allen möglichen Ordnungen beigelegt werden , so ist

O— v^ (x— ty) . . . (x— v ,.,... (r,_ y))

ein Ausdruck, der sich nach den Potenzen von x— a
t
entwickeln lässt, und dessen Coefficienten sym-

metrische Functionen von a2 , o3 , . . . a„ sein müssen. Die symmetrischen Functionen von cu, a3 , . . . a

lassen sich aber als rationale Functionen von a, entwickeln , und man kann mithin

(je—»,) (x— v,~) . . . (x—vu 2 . . . (n_ f)) = g(x
{
a,)

setzen, und hiermit eine Function von x bezeichnen, deren Coefficienten ganze Functionen von a

sind. Bezeichnet man nun sämmtliche Werthe von V^ ,!„. . . ß„), wo [a,
, [>..,, |x 3 . . . fi„ die Werthe

1,3,4,5...» in irgend welcher Ordnung bedeuten, durch u, , « 2 , u 3 , . . . w
(1 . 2 . . . . n-i)» so muss

O—«0 O

—

m2) . . . (x—u . ,. 3 . . . „_!)) = # (.r, a 2)

sein. Setzt man in g (r, a,) statt x einen der Werthe #, , v,, ... «j. 2 . . . (n_,) , den wir mit v be-

zeichnen wollen , so verschwindet es , und setzt man statt <x, das Zeichen für eine Unbekannte etwa y,

so kann man sagen dass g (v , y) und fy die Wurzel a, gemeinschaftlich haben. Aber g (v , y) und

y können keine zweite Wurzel etwa a, gemeinschaftlich haben , denn die Wurzeln von g (x , <x2) sind

ult w2 , . . . %. 2 . s. . . . D-i und diese sind nach dem vorigen §. von v
t , v% , . . . vu 2 , 3 . . . „_i verschieden.

t*
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Da also g (vy) und fy nur die Wurzel <Xj gemeinschaftlich haben können, so lässt sich diese durch die

Methode den grössten gemeinschaftlichen Factor zwischen g {v , y) und fy zu finden , rational entwickeln.

Es ist wohl zu bemerken , dass das Resultat der Entwickelung dasselbe sein muss , welcher beson-

dere Werth auch v von den Werthen v± , v2 , . . . vu ,. (n_ sein mag. Setzt man also a
t
= fv, wo

Y eine rationale Function von v bedeutet, so erhält man

a, = v», =T^i = Y*>2 = T®3 = • • • = T Wi. 2. • •.("-!)•

Zugleich folgt aber auch dass

a, = y u
{ = Y«<2 = Y«3 = • • • = T Mi. 2. . . 0-

sein müsse, weil die eben angedeuteten Operationen in u, wie in v gemacht werden, wenn man a, an

die Stelle von <Xj setzt. Eine gleiche Bemerkung gilt natürlich für die anderen Gruppen von Werthen die

Fannehmen kann.

Anmerkung. Da in fv nach der Natur seiner Entwickelung ein Zähler und ein Nenner enthalten

sein muss, die beide rationale ganze Functionen von v sind, so kann man vv = — setzen und 0» und
ov

EV

bv als ganze Functionen von v ansehen. Es ist mithin

Y »! = L—'-
.

s vt . e v% . ev3 . . . e»j. 2 (n_, }

Aber bi\ bv.2 ev3 . . . zo
i , . o>—r> ist in Bezug auf a,, ag , . . . a„ symmetrisch, man kann es also

gleich einer ganzen Function von a
t
oder gleich cpa

(
setzen. Man erhält mithin:

_ 8«i (e», sp3 ey4 . . . e» 1-2 (n_ () ) (s^ . sm, . . . euu 2- . . (n_ ) etc.

cpa, cp a, . . . cpan

Der Nenner dieses Ausdruckes ist aber offenbar eine rationale Function der Coefficienten von fx,

die man durch Z bezeichnen kann , und

(ev2 .ev3 ...e»,,,,,, (n_ fJ ) (siti . sm, . . . ewli2 (n_ i:)) etc.

muss sich als rationale Function von i\ darstellen lassen, da die Coefficienten der Gleichung für v
t
ratio-

nale Functionen der Coefficienten von fx sind. Bezeichnet man nun das Product von dieser Function

mit 8#i durch p« 4
so ist Y"i = • Es lässt sich mithin die Function y#i stets als ganze Function von

v
x
ansehen , deren Coefficienten aber gebrochene Functionen der Coefficienten von fx sind.

§.5. Lehrsatz. Setzt man:

1) «, +pa2 +jra3 + . . . -f/
_1

aa
= V

2) a2 +pa3 +p\ + . . . ^-/-'a, = F2

3) a3 +pa4 -l-/a5 + . . . + /- Ja2
= F3

«) an +^a, +p% + . . . -f/ 'a^, = Va

so kann man die ganze rationale Function G Fj von Vi so bestimmen , dass

V = GV
{ , V3

= GV2 , .. .K = G Va_t
und Vl

= GVi

wird , und dass überhaupt wenn

aN + paH -\-p'o.H + . . ./_i
a^n = *7,

gesetzt wird , wo [x
t , jji2 , . . . \i

a die Zahlen 1,2,...« in irgend welcher Ordnung bedeuten,
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GU
l
= a^ + P <fy3 + /<fy4 + • • • + /""'«(*,

werde.

Beweis. Aus §. 4 ergibt sich dass a, = y V{ , a, = f F, und überhaupt a,„ = y ^m se >- Multi-

plicirt man nun die zweite Gleichung mit p und zieht sie von der ersten ab, so erhält man

:

«i(l — /)= F, — V2 p,
mithin

vt + (//- 1)«, vx + <y- l) T Fi
F =

Es ist nun

er,

denn durch dieselben Operationen kann man nachweisen, dass G Ut
oder

Ui - - (/ - 1) T Ui_ = + i;a^ + y^ + + ^^ S ei.

Zusatz. Da a, = y F , ou = y F etc. ist (§. 4), so kann man «, = 7 F, , ou = Y&F , a 3

= -jGGVi = lG
2

Vi und überhaupt ocm = y^'F setzen.

§. 6. Lehrsatz. Bezeichnet man die Gleichung vom Grade 1 . 2 . 3 . . . n, von welcher die

verschiedenen Werthe von V Wurzeln sind, durch F V = 0, und ist Ft
Fein irreductibeler Factor von

F V, und V
x
und V, zwei Wurzeln dieses Factors, ist ferner

V±
— at + p <x2 + / «s + • • • + /

-1
a„ und Pi = "i +M +/*+...+ /~V

wo 6, , 8 2 , . . Sa die Werthe a, , a2 , . . . a„ in irgend einer andern Ordnung darstellen , und die ganze

Function von F, , nämlich KVt
ist

= *H + J»«h. + •- • + Z"
1

«!»'

wo jx
t , [jl

3 , . . . (i.n die Zahlen 1 , 2 , 3 , . . . n in irgend einer Ordnung darstellen, so ist auch

kv = 8„ + P^ + ... +/-v;
n
.

Beweis: Es ist

ov, + P%, + ••••+ /~V = T^-1 ^ + in^- 1

Vi + .... + /- 1

t^»-
1

Fi,

denn

Dividirt man nun

a
iH
= 10»-% , a

tH
= y^-'F, etc. (§. 5.)

/TF
(
und y^'-'F, + p^G^-% + + /"' Y^"

-1
^

durch Ft
V

t , so müssen die sich ergebenden algebraischen Reste identisch sein, weil man sonst eine Glei-

chung unter dem Grade von der Gleichung F, F = erhielte , die mit Ft V = eine Wurzel gemein-

schaftlich hätte. (§. 1.) Man kann mithin

KVi=FiVi.QVi-\-R Vi und T G^ Vy + p T G'^
1 F + + /"'

TG^ F, = Fi Vi .Qi Vl +R F,

setzen, wo Q Vi , 0, F und /? F, ganze rationale Functionen von F, bedeuten. Ist nun ÄF] eine andere

Wurzel desselben irreductibelen Factors Fx V, so ist offenbar auch

Fi kVi.Q k Vi + Rk ^ = Ft k V . Ö, Ä F + ÄA F

,



150 Theodor Schönemann.

weil die ersten Glieder beider Seiten der Gleichung verschwinden und die zweiten identisch sind.

Setzt man nun k V± = 8t + p 82 + P
% \ + • • • + /~' 3a-i , so erhält man

KhVi
= t^'

_1
kV, + pf G^- 1

AFi + . . . + /-'
7 C1-1

k Fi.

Es ist aber T G^-- 1

A F, = o^m (§. 5) und mithin

KkV
t
= 3„ +^ +yt^ + . . . + p*-\

a
.

Setzt man für k Fi den Werth F2 , so ist der Satz bewiesen.

Zusatz. Da sich sämmtliche Werthe, welche durch Permutation der Werthe a, aus V
t
oder

ai _|_ pa2
_j_ . . . -j- ^

n_1
an hervorgehen, als Functionen von a, , a, , . . . an ansehen lassen, und diese

sämmtlich Functionen von V, sind, so lässt sich jede Function von a, , a 2 , . . . an als Function des einen

Werthes F, ansehen. Sind nun F
1
und F2 Wurzeln des irreductibelen Factors Ft Fi, und ist F2

= kVi,

so ist auch k F2 eine Wurzel desselben Factors, denn da Fi kVl
= ist, so muss Ft k V durch F, V auf-

gehen , da es mit ihm eine Wurzel gemeinschaftlich hat ; man kann mithin F
t
kV = F

t
V . QV setzen, wo

Q Feine ganze rationale Function von V bedeutet, und setzt man in diese Gleichung für Fden Werth F2 ,

so ist F
{
kV2

= F
t V2 . QV, = 0, wesshalb kV2 ebenfalls eine Wurzel von F

i
Fsein muss. Bezeichnet

man nun kkVi durch FFi, Ick
2
Vi durch FF, etc., so müssen sämmtliche Werthe Fi, kVt , FF,, k

s Vt
etc.

Wurzeln von i^F sein, und da die Anzahl dieser Wurzeln eine beschränkte ist, so müssen sie sich wieder-

holen. Es ist nun zu untersuchen, nach welchen allgemeinen Gesetzen dies geschehe.

•§. 7. Ist Vi und V, bekannt, und setzt man F2 = kVif so kann man bereits durch Anwendung des

§. 6. Ä
2
Fi, k

3
Vi etc. entwickeln. Einige Beispiele werden hinreichen dieses zu zeigen.

Bezeichnet man ec, + pa2 + .- . . + j»
n_,

«a durch (1,2,..,.») und ah + i*°Va + p
2
**^ + • • •

-j- p
n~

*a ,

o
durch (ja,, jjl2 , . . . |i.n), setzt man ferner n = 5 und F, = (1 , 2 , 3, 4, 5) und & Fi

= (2, 4, 5, 1 , 3), so erhält man folgende Entwickelung:

I. Vi = (1,2,3,4,5)
kW = (2, 4, 5, 1, 3)

FF, = (4, 1, 3, 2, 5)

FF, = (1,2,5,4,3)
FF, = (2, 4, 3, 1, 5)

FF, = (4, 1,5,2,3)
FF, = (1,2, 3,4, 5),

denn da beim Übergange von Vt
in kV

t
die erste Stelle in die zweite, die zweite in die vierte, die dritte

in die fünfte, die vierte in die erste und die fünfte in die dritte überging, so muss auch beim Übergänge

von kVi in FF, dasselbe geschehen, also 2 welches die erste Stelle inne hatte in 4 übergehen, welches in

k Vi die zweite Stelle inne hat, 4 welches die zweite Stelle inne hatte in 1 übergehen, welches in kVt
die

vierte Stelle inne hat etc. (§. 6). Auf gleiche Weise sind folgende Beispiele gebildet:

II. l\ = (1, 2, 3, 4, 5) III. Fi = (1,2, 3,4,5) IV. Fi = (1, 2, 3, 4, 5)

kVi = (2, 1,4, 5, 3) k Vi = (2, 3, 5, 1,4) k F, = (2, 4, 5, 3, 1)

FF, = (1, 2, 5, 3, 4) FF, = (3, 5, 4, 2, 1) FF, = (4, 3, 1, 5, 2)

FF, = (2, 1, 3, 4, 5) FF, = (5, 4, 1, 3, 2) FF, = (3, 5, 2, 1, 4)

FF, = (1, 2, 4, 5, 3) FF, = (4, 1, 2, 5, 3) FF, = (5, 1 , 4, 2, 3)

FF, = (2, 1, 5, 3, 4) FF, = (1, 2, 3, 4, 5) FF, = (1 , 2, 3, 4, 5)

FF, = (1,2, 3,4, 5)
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§. 8. Lehrsatz. Wenn beim Übergänge von F, in kV
{

<x
q

in a
r
übergeht, so geht auch beim Über-

gange von fcVi in FF^, <x
q

in <xr über, wesshalb dasselbe stattfinden inuss, wenn /tT, in F+'F, übergeht,

wo q und r irgend welche von den Indices 1 , 2 , . . n bedeuten und m irgend eine ganze Zahl ist.

ßewe is. Bezeichnet man F, oder <x, + prx, -f- jfa6 + p°~~ l

aa
durch (<x, <x2 . . . aa . . . a

q
. . . a n )

und kVt , in welchem an die Stelle von am der Werth a
q
und an die Stelle von a

q
der Werth ar getreten

ist, durch ( . . . . <x
q

ar ) , so kann man in diesem letzteren Ausdrucke alle Werthe von a

als Functionen von F, ansehen, und erhält

und mithin

kVi = ( fG^-T, T^
-1

'
7
! )

FF, = ( yC-'A-F, iG'-Wi ).

Es ist aber yG 11 ikV
i
= ar , denn a,. nimmt die q

le
Stelle in kV

{
ein. Man erhält mithin die drei Glei-

chungen

Vi = (a, a2 . . . am . . . a, . . . a„)

kV
t
= ( a

q
. . . ar )

FF, = ( a
r )

wodurch der Satz bewiesen ist.

§. 9. Da die Anzahl der verschiedenen Werthe von F
t , kV± , FFt etc. eine beschränkte ist (§. 6,

Zusatz) , so muss für irgend welche ganzzahlige Werthe von m und m, der Fall eintreten , dass k
m+m

' Vt

= k
m
Vi wird. Ist nun mt

die kleinste Zahl, welche dieser Gleichung genügt, so muss auch kmiVt
= Fi

sein, denn da

r+""F1 — FF, = jfc-JFF, — k
m
Vi =

ist, und k
m
Vi wie oben bewiesen eine Wurzel des irreductibelen Factors F

t
Vist, so kann man in jene

Gleichung jede andere Wurzel von F, Feinsetzen. Setzt man also für k
m V

{
den Werth F, , so erhält man

£
m
>F,— F, = 0. Es wird mithin immer eine kleinste Zahl m l

geben, die der Gleichung genügt F'F1
= Vt

.

Ist diese einmal bestimmt und x und y bedeuten ganze Zahlen, so wird FF, = FF, sein, wenn x = y

(Mod. /«,) ist. Die Folge der Werthe F, , kVt , FF,, .... F 1-1
F, soll eine Periode heissen.

Kennt man F, und kVt , so ist es leicht die Bildungsweise der folgenden Werthe, und die Zahl der

Glieder oder /«, kennen zu lernen. Betrachtet man zu dem Ende das letzte Beispiel des §. 7 , nämlich

:

F, = (1,2, 3, 4, 5)

Ä-F, = (2, 4, 5, 3, 1)

k'V, = (4, 3, 1, 5, 2)

FF, = (3, 5, 2, 1, 4)

kH\ = (S, 1, 4, 2, 3)

FF, = (1, 2, 3, 4, 5),

so geht beim Übergange von F, in Ä-F, 1 in 2, 2 in 4, 4 in 3, 3 in 5, 5 in 1 über. Durch Anwendung

des §. 8 ist hierdurch die Folge der Zahlen in der ersten Verticalreihe der Parenthesen auf der rechten

Seite bestimmt, und muss sein 1,2,4,3,5,1. Ebenso ist in diesem Beispiel die Folge der Zahlen in

der zweiten Verticalreihe bestimmt und ist 2 , 4 , 3 , 5 , 1 , 2 etc. Fügt man zu jeder Ziffer von F, die

unter ihr stehende von kV
i

auf folgende Weise [1.2,2.4,4.3,3.5,3.1], so soll dies Zei-

chen der Index der Periode heissen. Läuft die erste Ziffer durch alle n Ziffern hindurch ehe sie in sich

zurückkehrt, so muss offenbar die Periode aus n, hier also aus fünf Gliedern bestehen. Kehrt die erste
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Ziffer aber bereits früher in sich zurück, so muss der Index in mehrere Abtheilungen zerfallen. Da also

im ersten Beispiel des §. 7 \\ = (1 , 2, 3, 4, 5) und kVt
= (2,4,5, 1 , 3) ist, so bildet sich hier

der Index [1.2,2.4,4.1 |" 3 . 5 , 5 . 3] der aus zwei Abtheilungen besteht. Hieraus folgt, dass

bei diesem Beispiele die erste Verticalreihe aus den Ziffern 1 , 2, 4, 1 , 2, 4, 1 , die zweite aus 2, 4, 1,

2, 4, 1, 2, die vierte aus 4, 1 , 2, 4, 1 , 2, 4, die dritte aus 3, 5, 3, 5, 3, 5, 3 und die fünfte aus

5,3,3,3,3,3,5 bestehen müsse. Die ganze Periode muss aber offenbar 3X2 Glieder in sich

schliessen, weil sie aus zwei einfachen Perioden von drei und zwei Gliedern gebildet ist.

Aus diesen Beispielen geht nun offenbar der Satz hervor : dass wenn der Index für n Wurzeln in

m Theile zerfällt, von denen der erste mt , der zweite m2 , der dritte ms , . . . der letzte m a Ziffern in sich

schliesst, wo also n = m
t

-\- m 2
-\- m3 -f- . . . m„ ist, — dass alsdann die Periode so viele Glieder in

sich schliessen wird, als das kleinste Vielfache von mu m2 , . . . m B angibt.

§. 10. Lehrsatz. Haben/'«, a,, a,, . . . an , p und V die ihnen in den vorigen §§. beigelegte

Bedeutung, so ist Firn Allgemeinen die Wurzel einer Gleichung vom Grade 1 .2.3 n, deren

Ooefficienten rationale Functionen der Coefficienten von fx sind. Ist nun fx irreductibel und jene Glei-

chung für Fist FV = , ist ferner FV = F
{
V . F2 V . . . Fm V, und die Factoren auf der rechten

Seite sind sämmtlich rationale und irreductibele ganze Functionen von F, so sind alle diese Factoren von

arleich hohem Grade, und dieser Grad selbst ist ein Vielfaches von n.

Beweis. Setzt man a
{ -f- pa2 -j- . . . + P'~~

*

an = Vi und nimmt an, Vx
sei eine Wurzel von

FiY = 0, so ist fF, = et, (§. 4), mithin haben F^VunAfx die Wurzel a
{
gemeinschaftlich, und es

muss daher FlT JTgleich einer Potenz von fV sein (§. 2). Da aber F^V \on demselben Grade wie FV ist,

so muss dieser ein Vielfaches von n sein.

Wollte man nun voraussetzen F± V~aa.& F2V wären von verschiedenem Grade, so mag /^Fvon ge-

ringerem Grade als F2 V sm\. Es sei nun eine Wurzel von F,V, V2 so kann man V2 als rationale Function

von Vt ansehen, da sich alle Wurzeln von FV
{
durch jede rational ausdrücken lassen. Setzt man daher

V2
= kVi, so muss Fi k Fmit F2 Feine Wurzel gemeinschaftlich haben, desshalb müsste F,k Feine Potenz

von F2 Fsein (§. 2), und der Grad von F^Fwäre mithin ein Vielfaches von dem Grade von F2 V. Der

Grad von jF,k F stimmt aber überein mit dem Grade von Ft V, und es müsste daher die kleinere Zahl ein

Vielfaches der grösseren sein.

§. 11. Lehrsatz. Die Substitutionen, vermöge welcher eine Wurzel des Ausdruckes Ft V in eine

andere desselben Ausdruckes übergeht, sind dieselben wie in jedem der andern Ausdrücke F2 V, F3 V. . .Fm V.

Beweis. Gesetzt

«i + P<*2 + /«3 .... /_)
a und o, + p b2 + p% + ....+ p

a~\

seien zwei Wurzeln von F
t
V, wo 6„ d2 , . . . on mit a,, a,, . . . a„ bis auf die Ordnung übereinstimmt, und

eine Wurzel von KFsei die ganze und rationale Function k von a
t
-\-pa 2 . . .

p"~ l

aa , so muss F2V= F k V

sein (§. 2, 10). Mithin sind zwei Wurzeln von F,Fdie folgenden beiden:

k (a, + pac, -f /a3 + • • • /_i
a„) «nd k (o, + po 2 + p% + . . . /_1

on).

Setzt man aber

k (a, + pa 2 + /a3 + . . . + /_1
«„) = a^, -f- p*H + • • • + /V'

so ist

k (o, -f po2 + p% + • • • + /- 4

8 ) = K + pK+ p\3 + • • • pX«-

Die allgemeine Substitution, durch welche

«i + P aa + /as + • • • + /"'«„ in Oi + po* + /o3 + . . ./
-1

o ü
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übergeht, bestellt offenbar darin, dass a
;
durch o

;
substituirt wird, wo i einen der Indices 1, 2, 3, ... n

bedeutet, und die allgemeine Substitution, durch welche

«>, + P«H + P
2

«k + • • • + /~\„ in K, + P%_ + p% + • • . + f-\a

übergebt, besteht darin, dass «^ durch o^ substituirt wird. Offenbar ist aber die Bedeutung dieser Sub-

stitutionen dieselbe.

Zusatz. Es folgt hieraus, dass die Indices der Perioden, welche in F±V enthalten sind, durch blosse

Veränderungen der Abtheilungen, in die Indices der Perioden übergehen, welche in F2V enthalten sind,

oder dieselben sind, und dass daher die Perioden, welche in den einzelnen Factoren Ft V, F2 V, . . . Fm V
enthalten sind, aus gleich vielen Gliedern bestehen müssen.

§. 12. Lehrsatz. Ist fx irreductibel und vom Grade n, ist »eine Primzahl, und sind a,, a, ,...a n

die Wurzeln von fx, haben ferner V, FV, Ft V, F2 V, . . . Fm V vmä GV die frühere Bedeutung (§. 10,

§. 5), so muss einer der Factoren Ft V, F2 V, . . . F<a
V die Periode Vit GVt , G*~V

X
. . . Gn~"\\ in sich

schliessen, d. h. alle diese Werthe müssen zu seinen Wurzeln gehören, wenn F, eine dieser Wurzeln ist.

Beweis. Die Ausdrücke F
t
V, Fla V, FiazV, . . . Figa_ i V smA. entweder sämmtlich unter einander

verschieden, oder sämmtlich gleich; denn wären zwei Ausdrücke dieser Art gleich, so erhielte man eine

Gleichung von der Form :

Fi6X+yVt
= FiGX V,

wo x und x -\- y Zahlenwerthe aus der Beihe 0,1,2,3,... n— 1 sind.

Bestimmt man nun z so, dass x -\- y -f- z = n ist, so muss FtV = Fio , t!
,Fsein. Da nämlich

Ft X+TV
'= Fi^Visi, so muss man auch dieselben Ausdrücke erhalten, wenn man in beiden Ausdrücken

statt ihrer Wurzeln, dieselben rationalen Functionen G z
dieser Wurzeln setzt. Das Besultat dieser Ope-

ration ist aber offenbar durch die Gleichung

ausgedrückt. Da nun aber x -j- y + x = n ist, und G n V = Fsein muss, wenn Feinen Werth von

der Form

a, + p «2 + /a3 + . . , + /-1an

bedeutet, so muss

F
t J = FV
i Gn

sein, und man erhält

FieX+z V=Ft V.

Setzt man nun statt x + z den Buchstaben s, so folgen aus der Gleichung F
{
V = FicS Fdie folgenden

FiB.V= FiGU V , Flc2sF= FigSsVetc,

welche man aus der ersten Gleichung erhält, wenn man statt ihrer Wurzeln die rationalen Functionen

Gs

, Gis
, G3s

etc. hinter einander einsetzt. Da aber s oder x -\- x kleiner als n sein muss, so sind die

Werthe s,2s,3s,...(w — 1) s sämmtlich nach dem Model n verschieden, oder lassen durch n ge-

theilt verschiedene Beste. Offenbar wird aber G"V — £ r F sein, wenn is =r (Model n) ist; aus glei-

chem Grunde muss Flis V = FiorV sein, wenn »s = »• (Model»«) ist. Legt man aber dem »alle

Werthe von 1 bis n — 1 bei, so wird man dem Beste r dieselben Werthe beizulegen haben, wenn auch

in anderer Ordnung. Durch die Gleichungen

F
{
V= FisV = F, 28Fetc,

Denkschi'iften d. mathem.-naturw. Cl, V. Bd. Abharull. v. Nichtmitgl. u
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ist also dasselbe ausgedrückt wie durch die Gleichungen:

F±V = Fi0V=FlaiV=FiG3Vetc,

woher diese letzten stattfinden müssen, wenn

F^^Vi = F
ltff

F, ist

Es muss nun aber nothwendig eine von den folgenden Gleichungen stattfinden:

F
t
V = Fu7 , F2 V = FiG V .... FmV = Fme K

Gesetzt nämlich, i*\F wäre nicht gleich Fio V, so wären die Ausdrücke F
{
V, Fio V, FiG *„V, . . . FlgB_ i V

n verschiedene Ausdrücke aus der Zahl der Ausdrücke Ft V, F2 V, . . . Fm V. Bezeichnet nun F^ Feinen

jener Ausdrücke, der nicht in den letzten enthalten ist, so müssten aus gleichem Grunde F^V, F^V,

F -V, . . . F, „ ,V, n andere Ausdrücke aus diesen sein, und es folgt daher nothwendig durch fort-

gesetzte Schlüsse derselben Art, dass n ein Theiler von m sein müsse, wenn keine von jenen Gleichungen

in Erfüllung geht. Setzt man aber den Grad von F
L
V gleich nz (•§. 10), so ist der Grad von FV gleich

der Zahl m . nz, derselbe ist aber auch gleich 1 . 2 . 3 . . . n, man erhält mithin die Gleichung

m . nz = 1 . 2 . 3 . ... n

und mithin

1 . 2 3 . . . (n — 1)m -

z

Da aber n eine Primzahl ist, so kann m kein Theiler von n sein , und es muss daher eine der Gleichungen

FJ = FlGV , F2V = FZeV , . . . FmV = FmJ
bestehen. Wäre nun F

t
V = Fio V, und Vt

eine Wurzel von FJr
, so müsste auch nothwendig GVt eine

Wurzel von FjFsein etc.

§. 13. Hauptsatz. Ist fx = eine irreductibele Gleichung von einem Grade n, der eine Prim-

zahl ist , hat man ferner zwischen den Wurzeln at , as , . . . a„ von fx irgend eine rationale Gleichung,

deren Coefficienten so wie die von fx rational sind, so kann man diese Wurzeln so ordnen, dass, wenn

man sie durch ß,, ß2 , ßz ? • • • ß» bezeichnet, und die Gleichung, welche zwischen ihnen besteht, durch

£ (ßjßoßs • • • ßu) = 0, notwendigerweise auch die folgenden (n — 1) Gleichungen stattfinden müssen:

£ (ß, ß, ßt . . . ß„ ßo = , 5 (ßs ß4 ß, • • • ß, ß,) = o g (ß„ ß, ß2 . . . ß„_2 ß ü_o = 0.

Beweis. Gesetzt F
t
V sei der Factor von FV, von dem F, und £F, Wurzeln sind, so ist

F, = ß, + pßa + /ß3 + • • • /-'ß„ und GV\ = ß2 + F ß3 + p% + . • • + !>*-%

Nun ist aber

ß, = T F4 , ß2
= t^F , . . . ß„ = y^-1^ (§. S);

mithin ist

S (ß, ß2 . . . ßn) = 6 (tF, TGF1( T G
S
F, . . . y^-'FO = 0.

Da aber auch GV
X
eine Wurzel der irreductibelen Gleichung F

X
V = ist , so muss die letzte Gleichung

auch stattfinden, wenn man GVX
statt V

t
setzt (§. 6). Man erhält mithin:

e(
T^,Ye%T^---T^) = 0.
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Setzt man statt der Ausdrücke unter dem Functionszcichen £ ihre Werthe, und bedenkt, dass '(G"F
1
=

ß,

sein müsse, so erhält man £ (ß, ß3 ... ß„ ß,) = 0. Würde man statt GJ\ in die obige Gleichung

G'V
X
eingesetzt haben, so Avürde man £ (ß3 ß4 . . . ß„ ß, ß,) = erhalten haben etc.

§. 14. Lehrsatz. Zwischen den Wurzeln einer irreductibelen Gleichung fx = von einem

Grade n der eine Primzahl ist, kann keine Gleichung des ersten Grades stattfinden, deren Coefficienten so

wie die von fx rational sind — ausser der bekannten Gleichung, dass die Summe der Wurzeln dem nega-

tiven Coefficienten von xn~
' in fx gleich sei.

Beweis. Man denke sich die Wurzeln so geordnet, dass man mit ihnen die Substitutionen des vorigen

Paragraphen vornehmen kann. Bezeichnet man dieselben nun mit ß„ ß, . . . ß„ und mit Alt 4 . . . A n
sind sie

und M rationale Zahlen, so sei die vorausgesetzte Gleichung des ersten Grades A
t ß, -)- At 82 + A3 ßs

4- -\- A n ßa
— M — 0. Durch Anwendung des vorigen Paragraphen erhält man folgende

n Gleichungen

:

Ai ß, + A ß2 + 43 ß3 + . . . 4-, ß^ + 4 ß n
= M

4 ß2 + 4 ß3 + 4 ß4 + . . . 4,_, ß„ + 4 ß, = Jf

4 ß3 + ^ ß4 + A3 ß5 + . . . 4-, ß, + 4 ß2 = Jf

4 ß- + 4 ß. + 4» & + • 4-, ß -2 + 4 ß„_, = Jf

Bezeichnet man durch u> eine Wurzel der Gleichung xa— 1=0, und multiplicirt die erste der obigen

Gleichungen mit 1 , die zweite mit w , die dritte mit a>
2

, ... die letzte mit u>"
_1

und addirt sämmtliche

Gleichungen, so erhält man:

(Ä + ß2 to + ß 3 w
2 + . . . + ßn co-1

) (4 + A2 cd-1 + A3 u/" 2 + . . . + A-i ">
2 + X <")

= M (1 + (ü + w2 + . . . + tu"-
1

).

Ist nun (u nicht 1, und man legt ihm hinter einander die Werthe w, io
2
, w3

, . . . u>°~', w" bei, und bedenkt,

dass 1 -(- (o -f- u>
2 -(-... -\- co"

-
' = sei, so erhält man folgende n Gleichungen:

(ß, + ßa ai + ßs w
2 + • • • ßn w"

_1
) (-4, + 4 ^a_t + 4 ">°~2 + ... 4. u> ) =

(ß, + ß2 to
2

4- ß3 to
4 + • • • ß. «"

2(n-
) (-4, + 4 o^"- 1^ 4. <»

2(n-2) + ... 4 co
2 )=

(ß, 4- ß2
co-1

4- ß3 to
2("-1>+ • • • ßo «> (-,):

) (4 + 4 «> + 4 co
2

4- • • • 4 ^ - 1)=
(ßi + ß2 + ß3 + • • • ßn) (4 + 4 + 4 + • • . + 4) = « • Jf.

Sind nun aber die Coefficienten A
t , 42 , . . . 4„ nicht sämmtlich unter einander gleich, und ist die

ganze Zahl m <b, so kann kein Ausdruck von der Form

4 4- 42 (D
m(—1) 4- 4 ü>

m(D-2
> + . . . 4 wm

verschwinden, weil bekanntlich die Gleichung

1 + x 4- x% 4 ... + a;"-
1 =

irreductibel ist, wenn n eine Primzahl ist, mithin sämmtliche Wurzeln mit der Gleichung

4 + 4 xn~l + 4 ^-2
4- . . . 4 # =

gemeinschaftlich haben müsste, wenn jener Ausdruck verschwände, und dies nur stattfinden kann, wenn

4 = 4 = 4 = • • • == 4 ist. Da nun keiner der rechten Factoren in jenen Gleichungen ver-
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schwindet, so müssen alle linken Faetoren bis auf den letzten verschwinden. Man erhält mithin folgende

n — 1 Gleichungen:

i +h + h* + K' -°

1 + k 03-1+ k „>*(-»+ k M(»-if = o.

Pi Pi pi

Fügt man hinzu noch die Gleichung

1 + 1 + 1+ 1 = n

und dividirt die erste durch wm
, die zweite durch u>

2m
. . . die (n— l)'

e durch (o
(ll_1)m und addirt sämmt-

liche Gleichungen, so erhält man

—jP~
= n oder ßm = ßt .

Pi

Diese Gleichung kann aber nicht stattfinden, weil eine irreduetibele Gleichung nicht gleiche Wurzeln

haben kann.

Zusatz. Es lässt sich nun leicht nachweisen, dass A
x ß t + A 2 ß2 + . . . + A B ßn durch jede

Permutation ungleicher Werthe der Ausdrücke A
t , A 2 , . . . A a einen andern Werth annehme. Bezeichnet

man nämlich dieselben Werthe, aber in anderer Folge, mit B
t , B2 , . . . Bn , und setzt:

A, ßt +,4, ß3 + . . . A ßn = Bt ß, + B2 ß2 + . . . + Ba ßn ,

so müsste

At
— B

t
= A %

— B2 = A3
— Bs = . . . An

— B»

gleich irgend einem Zahlwerthe z sein. Dies ist aber unmöglich, weil dadurch, dass man von allen Zahlen

A t , A2 , . . . Au einen bestimmten Zahlwerth z abzieht, notwendigerweise eine andere Zahlenreihe ent-

stehen muss , als B x , B2 . . . Bn , die aus den Werthen von At , A2 , . . . Aa zusammengesetzt sein soll.


